Egy ujabb tétel ellipszisre

Az ,Gjabb” csak magunknak szol; eddig még nem talalkoztunk az alabbi tétellel.
Az interneten bukkantunk az [ 1 | mire; az abban talaltak egy kis részét dolgozzuk most
fel. Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

1. abra
A tétel

Az a, b féltengelyi ellipszis olyan htrja, mely a kozéppontjabol derékszog alatt latszik,
érint egy kort, melynek kdzéppontja egybeesik az ellipszis kozéppontjaval, sugara pedig

a r 7 ,
r = hosszusagu.
VaZ+b? g

Az 1. abran az AB szakasz az, mely az O kozéppontbol derékszog alatt 1atszik.
Az igazolashoz felhasznaljuk, hogy az 1. abra jelodléseivel:

BBl=;'B0'Bl,AA1=Z'A0'A1. (1)




(1) az ellipszis a sugart korbdl torténd zsugoritasaval valo eldallitasi modjabol kdvetke -
zik.

Az 1. abra alapjan irhatjuk, hogy:

A_Al=m-sin5;sin5=§—> A—Al:%-s. (2)

Most az OBB; der¢kszogli haromszogbdl Pitagordsz tételével:
a2=SZ+B0B12; (3)

most (1/1) - bol:

majd az 1. dbra OBB; deré¢kszogli hdromszogebdl:

BB, =VnZ —s? . (5)
Ezutan (3 ), (4)és (5) - tel:

a® =52+(%)2-B_Bl2 =SZ+Z—§-(n2—52), tehat:

a2=52+Z—§-n2—Z—z-SZ. (6)

Most az OA(A; derékszogii haromszogbol, (1/2 ) ¢és (2) - vel is:

2 2
a? = [mz—(ﬁ-s) ]+(g-m-s) . innen:
n n

b
2 2 2
2 _p2_M° 2,8 M7 2
a®=m’—— 5"+ 55T, (7)

2
Most (6 ) - ot végigszorozzuk az 7:—2 tényezovel:

ma? =t 2 2 (8)

majd (7 ) és ( 8 ) 6sszeaddsaval:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
24Mm 2= 22,42 2 22, 2 2
a+n2 a“=m n25+n25+b2n 7 32 n25+b2 75

2 2 2
2,.m 2 244 2. m
a“+—-a"=m-"+—=-n°-—

n? b2 n2 '

2
2 2

a
2 =m2.n2+b_2.m -n ,

a’-n*+m?-a
a’?-b?-n? +m?-a’-b>=m?-n%-b%+a* -m?-n?,
a’-b% - (m?+n?) =m?-n?-(a® + b?),

2



2 2 2 2

m“+n a“+b

2 2= 2 ’ (9*)
m2-n a?- b2

1 1 1 1
m+n—2—a—2+b—2—k0n5t. (9)

Ismét az 1. abrarol:

sina = %, sin 8 = sin(90° — a) = cosa =£ , innen:

2 2
sin2a+cosza=(i) +(£) =1 - %=#+:—2. (10)

n

Most (9 ) ¢és (10) - zel:

11 1_a2+b2_)1_\/a2+b2 o p=_4b (11)
r2 g2 b2  g2-p2 r  a-b " VaZ+b? '’

a tétel allitasaval egyezesben.
Az 1. dbran berajzoltuk az O - bol szintén derékszogben latszo EF szakaszt is, mely szin -
tén érinti az O kdzéppontu, r sugaru ( piros szaggatott vonallal berajzolt ) mondott kort.

M1. Az 1. dbraaz [ 1 ] - beli eredetije alapjan késziilt, kisebb kiegészitésekkel.

M2. Annak érdekében, hogy elkeriiljiink bizonyos tévutakat, kiszamitjuk a AB = d
tavolsag, valamint a Toag hdromszog - teriilet alakulésat a o szog fiiggvényében.

Az A pont rajta van az ellipszisen, igy koordinatai kozott fennall az aldbbi implicit kap -
csolat:

2 2
X4 YA _
(2 +(3) =1 (12)
Az 1. 4bra szerint irhatjuk, hogy:
Xy =m-cosd , yy =m-sind. (13)

Most (12 ) és (13 ) - mal:
2 .2 2 .2

2, cos 0 2 . sin 0 _ 2 . (cos 0 sin< 6

mt s —— +m 7 = 1 ->m = + 3 -
2. i 2 2 2 2.2
a“-sin“8+b “-cos“d a“-b

2. =1 - mZ — :

a2-ph?2 a?-sin28+b2-cos?é
ab

" VaZ-sin28+b 2-cos26

m , innen:

m (14)




A B pont is rajta van az ellipszisen, igy ( 14 ) - gyel is:
a-b

n(6) - m(6 +90°) = Ja? - sin2(8§+90°)+b 2- cos 2(5 +90°) ’ ( 15 )
felhasznalva, hogy:
sin(é +90°) = cosd , cos(d +90°) = —sinéd , (16)
(15)¢és(16) - tal kapjuk, hogy:
a-b
n(6) " VaZ-cos25+b2-sin2s ( 17 )
Az AB =d jeloléssel és Pitagorasz tételével:
d?> =m? +n? ; (18)
most (14 ), (17 )és(18) - cal:
dz _ aZ_bZ aZ_bZ
" a2-sin28+b 2 cos2§ a2-cos?26+b2-sin2s
2 _ 2. n2. 1 1
d*=a b (az-sin26+b2-cosz(5 +a2-cosz6+b2-sin26 ) (19)

A (119) - ben szerepld zardjeles tényezot tovabb alakitjuk:
1 1 _ a?-cos?8+b?sin?8 +a?-sin?8+b % cos?s

a?-sin?28+b2-cos?é +a2-c0526+b 2.5in28  (a2-sin26+bh2-cos28 )- (a2 cos28+b2-sin2s ) 2
(20/1)

azaz:

a’ cos?8+b?-sin?8 +a?-sin?S+b?%-cos?s :i . (20/2)

(a?-sin28+b?%-cos?28)- (a2 cos?26+b2-sin28) N’

a szamlalo:

S=a’ cos’?8§+b%-sin?85 +a? - sin?85+b?%- cos?é =

=a®-(sind% +cos?8)+b?-(sind? +cos?8) =a’?+b? , tehat:

S—a’+b?; (20/3)

a nevezo:

N=(a%  sin?8+b?- cos?8) - (a’- cos?5+b?- sin’s) =

=a* - sin®6 cos?8+a®-b%-  cos*S+a’*-b?% sin*§ +b*-sin?5-cos? s,

N =sin?8-cos?6-(a*+b*H) +a?-b?-(sin*6 + cos*s); (20/4)

mivel:
1=siné?+cos?8 = 1= (sind? + cos? §)? -



1= sin*6 + cos*d +2-sin26-cos?6 —
sin*8 + cos*6 =1—2-sin®*8-cos?4§; (20/5)

most (20/4)és(20/5) - tel:

N =sin?8-cos?6-(a*+b*) +a?-b%?-(1—2-sin?6-cos?8) =
=a?-b%+sin®5-cos?8-(a*—2-a*-b2+b*) =

=a’-b%?+(a®*—b?)? sin?5-cos’5 = a’-b?- [1+ -sin” § - cos 5]
2.2, a“—b ) sin 2-8 2.2, 2_22_ sin (2:6) i
=a’b [1+(a-b) (2 )]—a b {1+(b a) [ 2 }_

b

=a2-b2-{1+E-(%—Z)-sin(2-6)]2} , tehat:
N=az-bz-{1+E-(%—§)-sin(2-6)]z}. (20/6)

a —b 2)2

Majd (20/2),(20/3)¢és(20/6) -tal:
1 1 a’+b?

a?-sin28+b2-cos?2é§ T a2-cos?28+b2-sin2s - a2-b2 .{1+[%-(3—2)-sin (2-6)]2} ; ( 2017 )
ezutan (19)és(20/7) - tel:
d? = a’+b? S d= a’+b?
1+[ (——E) sin (2- 6)] 1+[%-(%—§)-sin(2-6)]2 '
tehat:
2+b2

d(6) = (21)

\/ [2 (———) sin (2- 6)]

A kovetkez6 részfeladat a Toag haromszog - teriilet meghatarozasa, altalaban.
Ismét az 1. abra alapjan:

T=%-m-n; (22)

most (14 ), (17),(20/2) és (22) szerint:
T:l. ab ) ab

2 VaZ-sin28+b?2-cos?§ VaZ-cos26+b2-sin2§ ’
T=1. (a-b)’ :
2 J(a? sin26+b2-cos?6)-(a% cos26+b2-sin26) ’

(23)

majd (20/6) és (23 ) - mal:



a-b

[k -3 snca]

_1. (a-b)? 1
T_z )

JaZ-bz (4 (E-2) sm@o)] ]

tehat:
1 a-*b

Jols (6-8) sneof

A (21)ésa(24) képleteket atirjuk; a benniik szerepld tort nevezdje a # b esetén akkor a
legkisebb, ha
Sin(Z ' 5) =0 - 51’0 = 0° , 52’0 = 90° , 53'0 = 180° , 54'0 = 270° . (25)

Ha a rogzitett szamlaloju tort nevezdje a legkisebb, akkor a tort €rtéke a legnagyobb, ezért

d(8) = N =y f(O) (26/1)
J1+f- (E-2)-sin2-6)]
Aoy =VaZ+ b2, f(5) = - (26/2)

[k -3 snco]

valamint;

T(6):a2'b ] 1

[EG-Dmanl

- max f(6) (27/1)

‘b 1
Tmax ==, f(8) = b (2712)
\[1+[ (———) sin (2- 6)]
A (26)¢ésa(27)képletek alapjan irhatjuk, hogy:
e = T = /(0= 1 (28)

i+ -2 sme)]

A (28 ) képletsor alahuzott része pontosan ugyanazt fejezi ki, mint ami a ( 9 )* képletbol
adodik:

m? +n? _ a®+b? d? _ d§ a* _ T2 d _ T
mZ.nZ_aZ.bZ _)4-'T2_4'T02_)d§_T02_) dO_TO' (29/1)
dy= d(6=0° , Ty =T(8 = 0°). (29/2)

Adatok az abrazolashoz, az 1. abranak is megfelelden:
a=4(cm), b=3(cm) . (A)
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Most (26 /2 ) és (A ) - val:

£(8) = = -
Jf () smo)]

(a)

Az (a) fiiggvény lefutdsat a 2. dbra mutatja.
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2. abra

A 2. dbrardl is leolvashato, hogy az f{ o ) fliggvény viszonylag csekély valtozasokat mutat,
igy elso pillantasra azt gondolhatna valaki, hogy sem d, sem T nem valtozik a o szog val -
tozasaval. Ez a vélekedés elvi hibahoz vezetne. A d szogtdl valo fiiggetlenség csak az

a =b = R specialis esetben all el6. Ekkor:

d*=v2-R, T =3R?. (30)
Ez azt jelenti, hogy az R befogokkal biro derékszogli haromszoget elforgathatjuk az O
csucsa koriil, ami az eredményeket nem befolyasolja. A 2. dbra kapcsan is lattuk, hogy

a # b esetén az clforgatas csak a ( 25 ) szerinti elforgatasi szogek esetében ad helyes ered -
meényt.

A fenti kapcsolat 1ényege az r sugarral is megragadhatd; az 1. abra szerint az OAB és az



OEF haromszogek teriilete:

TOAB=T=T(5)=%'d'T',TOEF=TO=T(5=OO)=%'CI0'TO; (31/1)
minthogy:
r=ry, (31/2)

igy (11),(31/1)és(31/2)-vellis:

1 a-'b
T _d-r d T _To 5 r
— = =— 5 —-=—= = - = konst. 32
To %'do"ro do d do va24b? 2 ( )

Ezek szerint az ellipszis O kozéppontjabdl derékszogben latsz6 AB hur és a hozza tartozo
OAB héaromszog olyan tulajdonsaggal birnak, hogy az OAB haromszog T teriiletének és az
AB htr d hosszanak aranya allando, melynek értéke az AB szakasz egyenese altal érintett
kor r sugaranak fele.

Az utébbi mondatot akar az elején kozolt tételhez kapcsolodd ujabb tétel megfogalmaza -
sénak is tekinthetjiik. Ezt és el6zményeit mar nem [ 1 ] - bdl vettiik, hanem ,,sajat termés”.

M3. Az elején azt irtuk, hogy eddig még nem talalkoztunk a bemutatott tétellel. E talalko -
zast az tette lehetové szdmunkra, hogy még ,,van” az [ 1 | m{i, akar csak gyenge mindségl
masolatban is, az interneten. Oriiliink, hogy ismét egy érdekes és szinvonalas geometriai
munkaval talalkozhattunk, melyet neves pedagogus - matematikusok szerkesztettek, im -
maron tobb mint fél évszazada, akar kdzépiskolasok szamara is érthetévé téve a gyakran
nem egyszerl mondanivalét.

Forras:

[ 1]-Red.: V. G. Boltjanszkij ~ 1. M. Jaglom:
Enciklopegyija elementarnoj matyematyiki, 5. Knyiga: Geometrija
,,Nauka”, Moszkva, 1966.
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